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Introduzione
Nel 1918, Emmy Noether pubblicò il suo celebre teorema che mette in re-
lazione le simmetrie globali e le quantità conservate. Qualitativamente se
la descrizione matematica di un sistema non cambia in seguito a una certa
trasformazione delle variabili che lo descrivono -potremmo dire, cambiando
il modo in cui guardiamo al sistema- esistono delle quantità speciali che si
conservano, cioè il cui valore non cambia nel tempo. Esempi di assoluta
importanza sono la conservazione dell’energia, dovuta all’invarianza sotto
traslazioni temporali; il momento lineare, dovuto all’invarianza sotto tra-
slazioni spaziali; il momento angolare, dovuto all’invarianza sotto rotazioni.
Oggi tra i fisici, che fanno un largo uso di questo risultato, è poco noto che
in realtà l’articolo Invariante Variationsprobleme contiene un altro teorema,
riguardante però le simmetrie locali, ovvero delle trasformazioni che lasciano
invariata la descrizione matematica del sistema, ma che dipendono dal punto
dello spazio-tempo in cui vengono compiute. Al pari delle simmetrie globa-
li, anche le simmetrie locali rivestono un ruolo di assoluta importanza nella
Fisica contemporanea: si pensi ad esempio alle simmetrie di gauge locali,
che sono alla base dell’attuale teoria del Modello Standard delle interazioni
fondamentali.
In questa Tesi si presenta il secondo teorema di Noether, descrivendo
anche il contesto storico e scientifico in cui tale risultato è maturato, e illu-
strando come applicazione l’invarianza di gauge locale in elettromagnetismo
e la conservazione della carica elettrica. Nel primo capitolo si dà una breve
ricapitolazione della vita di Emmy Noether; successivamente si espone l’in-
quadramento storico dell’articolo summenzionato. Propedeuticamente alla
sezione dedicata ai due teoremi, si introducono nozioni essenziali di Calcolo
delle Variazioni. A seguire, data l’importanza del primo teorema, se ne darà
un rapido accenno, elencando brevemente gli aspetti principali. In seguito
si espone il secondo teorema, dandone una dimostrazione. Nella presenta-
zione di entrambi i teoremi si è preferito rinunciare ad una formulazione
troppo distante da quella originale di Noether, restandone quindi il più pos-
sibile aderenti ma utilizzando un formalismo più moderno. Il capitolo si
conclude esponendo un fatto curioso: per circa quarant’anni dopo la sua
pubblicazione, il lavoro di Noether viene scarsamente citato in letteratura.
Il secondo capitolo, dedicato al’applicazione del secondo teorema alla teo-
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ria elettromagnetica e alla simmetria di gauge, comincia con la discussione
del procedimento che ha portato H. Weyl a derivare la conservazione della
carica elettrica da una simmetria di gauge: ciò viene esposto nell’articolo del
1918 Gravitation und Elektrizita˝t, dove egli si prefigge come scopo principa-
le quello di formulare una teoria unificata di gravità ed elettromagnetismo;
com’è noto questo tentativo non avrà però successo. Si evidenzia poi co-
me in realtà Weyl inconsapevolmente stia applicando il secondo teorema di
Noether. In seguito si passa ad evidenziare la possibilità di ottenere un col-
legamento tra i due toremi di Noether nel caso di un sottogruppo globale
(non triviale) di un gruppo di gauge locale, e dell’esistenza di un’equazione
di continuità differente da quella che si ottiene dal primo teorema. Infine si
passa all’applicazione vera e propria del teorema, ottenendo, nel caso di una
specifica densità di lagrangiana, una carica conservata corrispondente alla
carica elettrica, stabilendo quindi che la legge di conservazione della carica
elettrica è ciò che definiremo essere una legge di conservazione impropria.
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Capitolo 1
Il contesto storico e l’articolo
di Noether
In questa sezione si riassume il contesto storico-scientifico in cui Emmy Noe-
ther pubblicò il suo articolo Invariante Variationsprobleme. Successivamen-
te, dopo un breve sguardo al primo teorema, si discuterà il secondo teorema.
Per la parte storica ci si è avvalsi di [5] e [6]. L’esposizione dei teoremi se-
gue [3], mentre la dimostrazione del secondo teorema viene svolta prendendo
spunto da [1] e [9].
1.1 Il contesto storico-scientifico
1.1.1 La vita di Emmy Noether
Amalie ”Emmy” Noether nacque da famiglia ebrea a Erlangen, in Germania,
il 23 marzo 1882. Il padre, Max Noether, fu un noto matematico, attivo
principalmente nel campo della geometria algebrica, e che coprì l’incarico di
professore alle Università di Heidelberg ed Erlangen. La giovane Emmy, ini-
ziò la sua formazione presso una scuola di grammatica, dove studiò musica,
lingue e matematica. Inizialmente ella pensò di dedicarsi all’insegnamento
dell’inglese e del francese; tuttavia, terminati gli studi ella si interessò sempre
di più alla Matematica: a quei tempi tuttavia, alle donne non era permesso
iscriversi all’Università, e l’accesso alle lezioni era loro consentito solo se il
professore lo permetteva, anche se non era raro che una lezione venisse can-
cellata se nell’aula era presente una donna. Nonostante gli ostacoli, nel 1903
Emmy Noether riuscì a laurearsi, e completò gli studi accademici ottenendo
nel 1907 il dottorato in Matematica all’Università di Erlangen: la sua tesi di
dottorato verteva sulla teoria degli invarianti bilineari, e fu supervisionata
da Paul Gordan. Infine, Noether perfezionò la sua formazione a Gottinga,
a stretto contatto con i grandi matematici del tempo, tra cui D. Hilbert,
H. Minkowski e F. Klein. Il suo talento non passò inosservato, tanto che,
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nel 1915, ritornò a Gottinga su invito di Hilbert e Klein per tenere una se-
rie di lezioni sulla teoria degli invarianti: al tempo le donne non potevano
ottenere posizioni accademiche, e tali lezioni furono formalmente attribui-
te a Hilbert. Risale a questo periodo l’elaborazione e la pubblicazione del
suo primo grande lavoro Invariante Variationsprobleme (1918), in seno al-
la discussione relativa alla legge di conservazione dell’energia in Relatività
Generale. Noether era ormai una matematica affermata, ma nonostante que-
sto le fu permesso soltanto nel 1919 di tenere lezione, ma senza stipendio.
La sua attività di ricerca continuò instancabilmente nell’ambito della Teoria
degli Anelli e degli Ideali e su altri vari argomenti di Algebra astratta. Fi-
nalmente, nel 1922, Noether fu nominata Professore Associato non ufficiale:
una carica di valenza principalmente onoraria, ma che le garantiva un salario
minimo. La permanenza di Noether a Gottinga continuò fino al 19331, anno
dell’ascesa al potere del partito nazista: come tutti gli altri docenti ebrei,
Noether fu destituita della sua carica; al tempo, tre dei quattro maggiori
istituti di Fisica e Matematica erano presieduti da ebrei: R. Courant2, M.
Born3, J. Franck4. Su raccomandazione di H. Weyl, Noether lasciò la Ger-
mania, per recarsi dapprima al Bryn Mawr College in Pennsylvania nel 1934
e successivamente a Princeton, ritrovando A. Einstein che vi si trasferì l’anno
precedente. Sfortunatamente, il 14 aprile 1935, in seguito alle complicanze di
un intervento chirurgico, Emmy Noether morì, dopo quattro giorni di coma.
1.1.2 La genesi dei teoremi
Nonostante la generalità dei termini e dei risultati sia la caratteristica prin-
cipale dell’articolo Invariante Variationsprobleme, l’opera di Emmy Noether
matura nello stesso contesto storico-scientifico in cui si sviluppa la Relati-
vità Generale, e rappresenta lo strumento essenziale per rendere chiaro il
collegamento tra l’invarianza delle equazioni di campo e la conservazione
dell’energia.
In un articolo pubblicato nel 1907, A. Einstein osservò che le leggi della
Fisica non permettono di distinguere tra un sistema di riferimento in campo
gravitazionale costante e uniforme, e uno in moto uniformemente accelerato:
fu allora che egli iniziò a considerare la possibilità di generalizzare il principio
di relatività a situazioni ben più generali di quelle della Relatività Ristretta.
Formalmente, Einstein cercava un’espressione per la legge di gravitazione che
fosse invariante per trasformazioni formanti un gruppo più ampio rispetto a
quello di Poincarè, possibilmente, invarianti rispetto a un qualsiasi cambio
1Ad eccezione degli anni 1928-’29 e della primavera del 1930 quando fu Visiting
Professor rispettivamente a Mosca e Francoforte.
2Richard Courant (Lublinec 1888 - New York 1972), matematico.
3Max Born (Breslavia 1882 - Gottinga 1970) Premio Nobel per la Fisica nel 1954.
4James Franck (Amburgo 1882 - Gottinga 1964) Premio Nobel per la Fisica nel 1925.
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di coordinate. Il calcolo tensoriale sviluppato in quegli anni da Ricci e Levi-
Civita costituì il linguaggio matematico naturale per la nascente teoria.
I tentativi iniziali di Einstein furono volti a scrivere la teoria in forma
covariante, in termini di una metrica gµν non costante che sostituisce il po-
tenziale gravitazionale newtoniano. Questo primo approccio fu però presto
abbandonato, in quanto non portava alla formulazione di una legge di conser-
vazione dell’energia. Einstein si concentrò allora sulle trasformazioni lineari;
poi, introdusse l’idea dei sistemi di coordinate adattate, che si rivelarono es-
sere sistemi di coordinate legati da trasformazioni con Jacobiano pari a uno.
La restrizione a tali sistemi di coordinate portò ai primi risultati: fu possi-
bile determinare le equazioni della gravitazione e, con una leggera modifica,
Einstein riuscì a scriverle anche in forma covariante. Si tratta della prima
versione della teoria della Relatività Generale, una sorta di bozza di quella
che sarà poi la teoria finale.
Tuttavia le nuove equazioni ponevano Einstein di fronte a un ulteriore
problema: la richiesta di una legge di conservazione dell’energia implicava
l’esistenza di un certo sistema di coordinate adattate (in cui è sempre possi-
bile porsi, per via della covarianza) in cui il tensore energia-impulso è nullo
in ogni punto dello spazio-tempo; questo a sua volta implicava che l’energia
fosse costante, ma ciò è vero solo nel caso particolare di campo gravitazio-
nale omogeneo. Il problema era dovuto al fatto che nelle equazioni mancava
ancora il termine di curvatura scalare, introdotto nell’articolo pubblicato
nel novembre del 1915, in cui le equazioni trovarono la loro formulazione
definitiva:
Rµν − 1
2
gµνR =
8piG
c4
Tµν (1.1)
Ove:
• Rµν è in tensore di Ricci;
• gµν è il tensore metrico;
• R è la curvatura scalare, ovvero la traccia del tensore di Ricci;
• Tµν è il tensore energia impulso;
• G e c sono rispettivamente la costante gravitazionale e la velocità della
luce.
Per completezza, notiamo che successivamente Einstein aggiunse al mem-
bro di sinistra il termine Λgµν , ove Λ è la costante cosmologica.
La teoria presentava ancora un aspetto poco chiaro: la legge di con-
servazione dell’energia non sembrava essere una diretta conseguenza delle
equazioni di Einstein, e non sembrava avere nemmeno una giustificazione
matematica rigorosa. Molti fisici si occuparono di questo problema; è da
notare in particolare il contributo di H. Lorentz e P. Ehrenfest: in un loro
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articolo del 1916 veniva proposto un metodo con cui calcolare gli invarianti
di un problema variazionale; e una lagrangiana, da cui ricavare, dal problema
variazionale associato, le equazioni della Relatività Generale.
La teoria di Einstein suscitò interesse anche tra i matematici: infatti nel
1915 egli fu invitato a Gottinga da David Hilbert, per tenere una serie di
lezioni sulla Relatività Generale. Successivamente Hilbert e Einstein intrat-
tennero un’intensa corrispondenza, che permise ad entrambi di avanzare con
i propri studi sulla gravità, i quali portarono alla formulazione di due teorie
della gravitazione aventi diversi punti di contatto5. Tra il 1917 e il 1918
Einstein ebbe frequenti contatti con F. Klein, e il principale argomento del
loro scambio epistolare fu proprio la conservazione dell’energia. In quegli
anni anche Emmy Noether si trovava a Gottinga: assieme a C. Runge, era
la principale interlocutrice di Klein per quanto riguardava il problema della
conservazione dell’energia.
Nel 1918 Klein riuscì finalmente a spiegare in maniera soddisfacente la
relazione tra le teorie di Einstein e Hilbert e la conservazione dell’energia,
anche se, più precisamente si tratta di un’equazione di continuità per il
tensore energia impulso. Come lo stesso Klein evidenziò, il lavoro di Noether
ha fornito un contributo fondamentale.
1.2 Funzionali e derivate funzionali
Introduciamo ora qualche nozione essenziale di Calcolo delle Variazioni di
cui si fa uso nell’esposizione dei teoremi di Noether e nella dimostrazione del
secondo teorema.
Molti dei problemi che si incontrano in Fisica e Fisica-Matematica sono
strettamente collegati con il Calcolo delle Variazioni6, che costituisce un ra-
mo centrale dell’Analisi Matematica. Tipicamente, il Calcolo delle Variazioni
si occupa di determinare i valori stazionari di oggetti chiamati funzionali : in
breve, questi sono una generalizzazione del concetto di funzione dell’Analisi
Matematica standard, intesa come una sorta di regola che assegna ad ogni
elemento di un dato insieme (numerico) un unico elemento di un altro in-
sieme (numerico). Formalmente, una possibile definizione di funzionale è la
seguente:
Definizione 1. Un funzionale è una mappa J : F → R che associa a ogni
5L’equazione di campo summenzionata, è stata al centro di una polemica tra Hilbert e
Einstein, che se ne contendevano la paternità. Recentemente la disputa è stata risolta in
favore di Einstein, si veda ad esempio L. Corry, J. Renn, J. Stachel, Belated Decision in
the Hilbert-Einstein Priority Dispute, in ”Science”, 278 (1994), pp 1270-1273.
6Per la seguente esposizione si fa uso principalmente di [10], [7] e in misura minore di
[8].
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elemento di un insieme di funzioni un numero reale7. La mappa è data da:
J [x] =
∫ b
a
f(x(t), x˙(t), x¨(t), . . . , t) dt (1.2)
Con la scrittura x˙(t) si intende la derivata prima della variabile dipenden-
te rispetto alla variabile indipendente8; i punti di sospensione inoltre stanno
ad indicare che f dipende dalle derivate di x fino ad un certo ordine arbi-
trario, ma finito. Un caso particolarmente rilevante per la Fisica è costituito
dal funzionale azione. Per un determinato sistema fisico, questo funzionale
viene definito a partire da una funzione detta lagrangiana, la quale dipende
dalle variabili dinamiche del sistema:
• Per un sistema discreto dotato di n gradi di libertà, le variabili dina-
miche dipendenti sono le coordinate lagrangiane q = (q1, . . . , qn) e
le loro derivate prime q˙ =
(d q1
dt , . . . ,
d qn
dt
)
. La lagrangiana L è una
funzione di 2n+ 1 variabili, e si ha
S[q] =
∫ t2
t1
L(q, q˙, t) dt
• Per un sistema continuo, come ad esempio una teoria di campo, le
variabili dinamiche dipendenti sono costituite dai campi lagrangiani
ϕ(x, t) = (φ1, . . . , φn) e dalle loro derivate prime rispetto a tutte le
variabili indipendenti (ovvero t e x) ∂µϕ(x, t) = (∂µφ1, . . . , ∂µφn)9.
In questo’ambito si definisce una densità di lagrangiana L (ϕ, ∂µϕ, xµ)
dalla quale si ottiene la lagrangiana vera e propria per integrazione
sulle coordinate spaziali x. L’azione è
S[ϕ] =
∫ t2
t1
L(t) dt =
∫ t2
t1
dt
∫
L (ϕ, ∂ϕ, x) d3x =
∫ t2
t1
L (ϕ, ∂ϕ, x) d4x
Prima di definire la nozione di derivata funzionale enunciamo il lemma fonda-
mentale del Calcolo delle Variazioni, detto anche Lemma Du Bois-Reymond,
e dato che verrà usato nel corso della dimostrazione del secondo teorema di
Noether, si presenta anche una breve prova.
Lemma (Du Bois-Reymond). Si consideri una funzione f(t) data, e sia η(t)
una funzione arbitraria ma tale che η(a) = η(b) = 0. Allora, se ∀ η∫ b
a
f(t)η(t) dt = 0
7Possiamo considerare, ad esempio, F come lo spazio delle funzioni di classe C 2.
Inoltre, più in generale, si potrebbe prendere C invece di R.
8Per semplicità, abbiamo assunto che f dipenda da solo una variable dipendente e una
variabile indipendente.
9L’indice µ in questo caso non vuole essere un indice covariante, ma sta solo a indicare
che la derivazione viene effettuata rispetto a x e t.
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e se sull’intervallo chiuso [a, b] le funzioni f(t), η(t) sono entrambe derivabili
(almeno) due volte, si ha che f(t) = 0 ∀ t ∈ [a, b].
Dimostrazione. Supponiamo che f(c) 6= 0 per un qualche valore c tale che
a < c < b, ad esempio, possiamo supporre per concretezza che f(c) sia
positiva. Poiché f(t) è continua (abbiamo supposto che sia di classe C 2
almeno) esiste un intorno I = (t1, t2) di c tale che I ⊂ [a, b] in cui ∀ t¯ ∈ I si
ha f(t¯) > 0. Allora, data l’arbitrarietà di η(t) possiamo sceglierla con tutte
le caratteristiche richieste dalle ipotesi del lemma, ma tale che porti a un
integrale 1.2 non nullo, per esempio
η(t) =
{
(t− t1)3(t2 − t)3 per t ∈ I
0 per t < t1 ∧ t > t2
La funzione η(t) ha derivata seconda continua in [a, b] e ha le condizioni al
contorno volute, ma l’integrale 1.2 non si annulla: affinché ciò avvenga, è
quindi necessario che f(t) = 0 su tutto [a, b].
Dato il funzionale 1.2 la sua variazione è definita come
δJ ≡
∫
δJ
δf(t)
δf(t)d t (1.3)
Dove si intende f(t) = f(x(t), x˙(t), . . . , t): questa scrittura è stata preferita
per evitare di appesantire inutilmente la notazione. La derivata funzionale
di J rispetto a f è data dal termine δJδf(t) e un modo per determinarla è quello
di espandere l’espressione J [x + δx] − J [x] in potenze di δx mantenendo i
termini dello sviluppo fino al primo ordine. Esplicitamente si calcola
lim→0
[
J [x+  δx]− J [x]

]
=
d
d 
J [x+  δx]
∣∣∣∣
=0
Questa particolare derivata è nota come derivata di Gateaux. Un funzionale
viene detto differenziabile se esiste in R la sua derivata secondo Gateaux.
La derivata funzionale ha delle proprietà molto simili a quelle delle derivate
usuali:
1. Dati i funzionali J [t] e H[t] e due costanti a, b ∈ R si ha che
δ
δ f(t)
(aJ + bH) = a
δJ
δf(t)
+ b
δH
δf(t)
2. Dati i funzionali J [t] e H[t] si ha che
δ
δf(t)
(J H) =
δF
δf(t)
H + J
δH
δf(t)
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3. Si può definire un analogo della regola della catena per J [t] nel caso
particolare in cui la f stessa sia a sua volta un funzionale, ovvero
f = f [g(t), t]. Si ha che
δf(t) =
∫
δf(t)
δg(t′)
δg(t′) dt′ → δJ =
∫∫
δJ
δf(t)
δf(t)
δg(t′)
δg(t′) dt dt′
Da cui segue quindi che
δJ
δg(t′)
=
∫
δJ
δf(t)
δf(t)δg(t′) dt
Il problema di trovare gli estremanti di un funzionale, consiste nel trovare la
condizione secondo la quale
δJ
δf(t)
= 0 (1.4)
Precisamente, si impone che per una variazione infinitesima δf(t) si abbia:
δJ =
∫
δJ
δf(t)
δf(t) dt = 0
E per l’arbitrarietà delle variazioni δf(t) segue 1.4.
1.3 Invariante Variationsprobleme
I teoremi di Noether si applicano a lagrangiane e densità di lagrangiana
dipendenti da un arbitrario numero N di campi ψ = (ψ1, . . . , ψN ) e loro de-
rivate; consideriamo lo spazio quadridimensionale della Relatività Ristretta,
cioè dotato della metrica di Minkowski ηµν = diag(+,−,−,−), e delle den-
sità di lagrangiana L = L (ψ, ∂µψ, xµ), ossia dipendenti solo dalle derivate
prime dei campi. Come vedremo nel seguito, entrambi i teoremi vengono
derivati considerando il problema variazionale di Noether relativo all’azione
S =
∫
L d4x. Si considera la variazione al primo ordine dell’azione δS, in cui
sia le variabili indipendenti sia quelle dipendenti vengono variate, includendo
i termini al contorno e scartando contributi alla variazione di ordine due o
superiore; si richiede infine che la variazione sia una simmetria infinitesima,
ovvero che δS = 0.
1.3.1 Il primo teorema
Quello che oggi è noto come il teorema di Noether è in realtà solo uno dei
due risultati presenti in Invariante Variationsprobleme. Il seguente enunciato
è sostanzialmente differente da quello presente nella letteratura scientifica
odierna, tuttavia è più fedele alla formulazione originale data da Noether,
per questo si è deciso di preferirlo alla versione standard. In particolare, nella
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formulazione di Noether si parla di correnti jµα che soddisfano un’equazione
di continuità, e non esplicitamente di quantità conservate Qα, la cui esistenza
richiede ben precise condizioni al contorno. Vediamo quindi il primo risultato
esposto e dimostrato da Noether nel suo articolo:
Teorema (Primo Teorema di Noether). Se l’azione S è invariante sotto Gρ,
un gruppo continuo di trasformazioni dipendenti in maniera differenziabile
da ρ parametri costanti ωα (α = 1, . . . , ρ), allora esistono ρ relazioni
N∑
i=1
[Ψ]i
∂(δ0ψi)
∂(∆ωα)
= ∂µj
µ
α (1.5)
con jµα = −
[
L
∂(δxµ)
∂(∆ωα)
+
N∑
i=1
∂L
∂(∂µψi)
∂(δ0ψi)
∂(∆ωα)
]
(1.6)
Alcuni commenti:
• L’espressione [Ψ]i è detta espressione lagrangiana associata al campo
ψi, ed è definita come
[Ψ]i =
∂L
∂ψi
− ∂µ ∂L
∂(∂µψi)
(1.7)
In questa notazione compatta, le equazioni di Eulero-Lagrange per
l’i-esimo campo sono date da [Ψ]i = 0;
• Per ipotesi il gruppo di trasformazioni dipende in maniera differen-
ziabile da dei parametri ωα costanti; pertanto le variazioni infinitesi-
me δxµ e δ0ψi dipendono dai parametri infinitesimi ∆ωα in maniera
differenziabile, e possiamo supporre che abbiano la forma [1]
δxµ =
ρ∑
α=1
∆ωα δ¯
αxµ δ0ψi =
ρ∑
α=1
∆ωα δ¯
α
0ψi (1.8)
Dove le δ¯αxµ e δ¯α0 φi sono quantità finite date. Il fatto che tali ∆ωα
siano costanti ci permette poi di scrivere
δxµ =
∑
α
∂(δxµ)
∂(∆ωα)
∆ωα δ0ψi =
∑
α
∂(δ0ψi)
∂(∆ωα)
∆ωα (1.9)
Come abbiamo messo in evidenza nelle espressione 1.5 e 1.6;
• Il segno meno nell’espressione della corrente di Noether 1.6 a prima
vista è senz’altro strano; per capirne il perché si rimanda alla dimostra-
zione del secondo teorema a pagina 13, dove si vedrà che jµα coinciderà
con ciò che verrà chiamato Bµ. Notiamo inoltre che l’espressione è co-
munque consistente con quella standard presente nei libri di testo, in
quanto il termine a sinistra in 1.5 è identicamente nullo se assumiamo
che le equazioni di Eulero-Lagrange siano soddisfatte.
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Quando le equazioni dei Eulero-Lagrange sono soddisfatte per tutti i cam-
pi, segue dal teorema l’esistenza di ρ quantità conservate, tante quante sono i
parametri da cui dipende il gruppo di simmetria. Precisamente, imponendo
che lim|x|→∞(|x|3jµα(x)) = 0 e che jµα soddisfi l’equazione di continuità si
può dimostrare l’esistenza di ρ quantità conservate Qα:
Qα =
∫
j0α(x, t) d
3x
1.3.2 Il secondo teorema
A differenza del primo teorema, il secondo ha ricevuto scarsa attenzione: nel-
la letteratura specializzata infatti, i riferimenti al secondo teorema di Noe-
ther sono pochi, e se presenti, tendono a essere sommari. Enunciamo ora il
risultato, sempre in una formulazione fedele a quella originale di Noether,
dandonde di seguito una dimostrazione.
Teorema (Secondo teorema di Noether). Se l’azione S è invariante sot-
to G∞ρ, un gruppo continuo di trasformazioni dipendenti in maniera diffe-
renziabile da ρ funzioni arbitrarie pα(xµ) (α = 1, . . . , ρ), allora esistono ρ
relazioni
N∑
i=1
[Ψ]iaα,i =
N∑
i=1
∂µ
{
[Ψ]ib
µ
α,i
}
(1.10)
Ove aα,i = aα,i(xµ, ψ, ∂µψ) e b
µ
α,i = b
µ
α,i(x
µ, ψ, ∂µψ) sono delle funzioni ge-
neriche la cui espressione esplicita dipende dalle specifiche trasformazioni
considerate.
La dimostrazione si può dividere in due parti: nella prima parte -identica
per entrambi i teoremi- si dà una soluzione del problema variazionale di Noe-
ther, assumendo l’invarianza dell’azione per un generico gruppo di simmetrie;
nella seconda parte si ricavano le relazioni 1.10 considerando gruppi G∞ρ.
Per semplicità limitiamo la discussione a un unico campo ψ.
Dimostrazione. Dato un campo ψ descritto dalla densità di lagrangiana
L (ψ, ∂µψ, xµ), consideriamo una trasformazione infinitesima delle coordi-
nate e dei campi: {
xµ → x′µ = xµ + δxµ
ψ → ψ′(x′) = ψ(x) + δψ
Il termine δψ è detto variazione totale del campo e tiene conto anche della
variazione delle coordinate; la variazione in forma del campo è definita come
δ0ψ = ψ
′(x) − ψ(x). Il legame tra le due variazioni è dato dalla relazione
δψ = δ0ψ + δx
µ∂µψ
10: formalmente quindi δ = δ0 + δxµ∂µ.
10Infatti si ha:
δψ = ψ′(x′)− ψ(x) = ψ′(x+ δx)− ψ(x) = ψ′(x)− ψ(x) + δxµ∂µψ′ = δ0ψ + δxµ∂µψ
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Sia S l’azione associata a L e supponiamo che la trasformazione consi-
derata rappresenti una simmetria per il sistema, ovvero che δS = 0. Si ha
che
δS =
∫
d4x δL +
∫
δ(d4x)L (1.11)
Consideriamo il primo addendo di 1.11; in particolare, calcoliamo la varia-
zione della densità di lagrangiana:
δL =
∂L
∂xµ
δxµ +
∂L
∂ψ
δψ +
∂L
∂(∂µψ)
δ(∂µψ)
=
∂L
∂xµ
δxµ +
∂L
∂ψ
(δ0ψ + δx
µ∂µψ) +
L
∂(∂µψ)
(δ0 + δx
ν∂ν)(∂µψ)
= δxν
[
∂L
∂xν
+
∂L
∂ψ
∂νψ +
∂L
∂(∂µψ)
∂µ(∂νψ)
]
+
[
∂L
∂ψ
δ0ψ +
∂L
∂(∂µψ)
δ0(∂µψ)
]
= δxµ(∂µL ) +
[
∂L
∂ψ
− ∂µ ∂L
∂(∂µψ)
]
δ0ψ + ∂µ
[
∂L
∂(∂µψ)
δ0ψ
]
dove con ∂µL si intende la derivata totale di L rispetto alle coordinate.
Inoltre, abbiamo sfruttato il fatto che:
∂µ
[
∂L
∂(∂µψ)
δ0ψ
]
= ∂µ
∂L
∂(∂µψ)
δ0ψ +
∂L
∂(∂µψ)
δ0(∂µψ)
Consideriamo ora il secondo addendo di 1.11; dobbiamo calcolare la va-
riazione dell’elemento di volume quadridimensionale. Per una generica tra-
sformazione si ha che d4x′ = |J(x)|d4x, ove con |J(x)| si intende il modulo del
determinante dello jacobiano della trasformazione, ovvero J(x) ≡ det(∂x′µ∂xν ).
Nel nostro caso la trasformazione è x′µ = xµ + δxµ dunque
J(x) = δµν + ∂νδx
µ
Definiamo la matrice Mµν = δµν + ∂νδxµ. Introducendo il simbolo di Levi-
Civita quadridimensionale µνρσ, possiamo scrivere
detM = µνρσM0µM
1
νM
2
ρM
3
σ
Da cui segue:
detM = µνρσM0µM
1
νM
2
ρM
3
σ
= µνρσ(δ0µ + ∂µδx
0)(δ1ν + ∂νδx
1)(δ2ρ + ∂ρδx
2)(δ3σ + ∂σδx
3)
= 0123(δ00 + ∂0δx
0)(δ11 + ∂1δx
1)(δ22 + ∂2δx
2)(δ33 + ∂3δx
3) + o((δx)2)
≈ (1 + ∂0δx0)(1 + ∂1δx1)(1 + ∂2δx2)(1 + ∂3δx3)
= (1 + ∂0δx
0 + ∂1δx
1 + ∂0δx
0∂1δx
1)(1 + ∂2δx
2 + ∂3δx
3 + ∂2δx
2∂3δx
3)
= [1 + ∂0δx
0 + ∂1δx
1 + o((δx)2))][1 + ∂2δx
2 + ∂3δx
3 + o((δx)2))]
= 1 + ∂0δx
0 + ∂1δx
1 + ∂2δx
2 + ∂3δx
3 + o((δx)2)
≈ 1 + ∂µδxµ
Dove nell’ultimo passaggio si sfrutta il fatto che ∂µψ′(x) = ∂µψ(x) al primo ordine.
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Pertanto δ(d4x) = (∂µδxµ)d4x. Notiamo che nel terzo passaggio, ponendo
µ, ν, ρ, σ diversi rispettivamente da 0, 1, 2, 3, si ottiene un prodotto di infini-
tesimi, che viene trascurato in quanto di ordine superiore a uno. Ricordando
la definizione dell’espressione lagrangiana, abbiamo quindi che:
δS =
∫
d4x
{
[Ψ]δ0ψ + ∂µ
[
∂L
∂(∂µψ)
δ0ψ
]
+ δxµ(∂µL ) +L ∂µδx
µ
}
=
∫
d4x
{
[Ψ]δ0ψ + ∂µ
[
L δxµ +
∂L
∂(∂µψ)
δ0ψ
]
︸ ︷︷ ︸
≡−Bµ
}
Per invarianza δS = 0, pertanto data l’arbitrarietà delle variazioni δxµ e δ0ψ
l’integrando deve essere pari a zero:
[Ψ]δ0ψ = ∂µB
µ (1.12)
Che rappresenta la soluzione del problema variazionale di Noether. A que-
sto punto notiamo che se inseriamo le espressioni 1.9 in 1.12 otteniamo la
relazione 1.5 del primo teorema.
Assumiamo che il gruppo di simmetrie sia G∞ρ e per semplicità assumia-
mo anche che le trasformazioni g ∈ G∞ρ dipendano in maniera differenziabi-
le, oltre che dalle funzioni p(x), solo dalla loro derivata prima; la variazione
δ0ψ e il termine Bµ saranno lineari in ∆p(x) e nelle loro derivate prime11.
Scriviamo quindi:
δ0ψ =
ρ∑
α=1
{
aα∆pα(x) + b
µ
α∂µ[∆pα(x)]
}
(1.13)
Dove si intende aα = aα(xµ, ψ, ∂µψ) e b
µ
α = b
µ
α(xµ, ψ, ∂µψ). Sfruttiamo ora
la seguente identità (si sottindende la sommatoria su α):
[Ψ]bµα∂µ(∆p) = ∂µ
(
[Ψ]bµα ∆pα
)︸ ︷︷ ︸
≡Γµ
−∂µ
(
[Ψ]bµα
)
∆pα = ∂µΓ
µ − ∂µ
(
[Ψ]bµα
)
∆pα
Pertanto si ottiene che∑
α
{
aα[Ψ]− ∂µ
(
[Ψ]bµα
)}
∆pα = ∂µ(B
µ − Γµ)
A questo punto, integriamo la precedente espressione su tutto R4, e sfrut-
tando l’arbitrarietà sulle variazioni infinitesime delle variabili:
• Scegliamo le δxµ in modo tale che si annullino al bordo;
11Infatti abbiamo considerato una trasformazione infinitesima, trattandone lo sviluppo
fino al primo ordine.
13
• Scegliamo le ∆pα in modo tale che si annullino al bordo assieme a tutte
le loro derivate.∑
α
∫
R4
{
aα[Ψ]− ∂µ
(
[Ψ]bµα
)}
∆pα d
4x =
∫
R4
∂µ(B
µ − Γµ) d4x (1.14)
Riscriviamo Bµ tenendo conto di 1.13:
Bµ = L δxµ +
∂L
∂(∂µψ)
∑
α
{
aα∆pα + b
µ
α(∂
µ∆pα)
}
Così da capire meglio dove entrano in gioco le ipotesi precedenti sulle δxµ e
∆pα. Notiamo allora che:
1. Possiamo sfruttare il teorema della divergenza per ridurre il termi-
ne a destra dell’uguale in 1.14 in un integrale sul bordo di una su-
perficie quadridimensionale infinita. Dato che per ipotesi ∆pα = 0
(→ ∂µ∆pα = 0) e δxµ = 0 sul bordo, questo termine si annulla;
2. Rimane quindi il termine∑
α
∫
R4
{
aα[Ψ]− ∂µ([Ψ]bµα)
}
∆pα d
4x = 0
L’integrando tra parentesi è noto, mentre la variazione ∆pα è arbitra-
ria; vediamo allora che siamo nelle condizioni di applicare il lemma Du
Bois-Reymond, dal quale discende che il termine tra parentesi graffe è
identicamente nullo. In altri termini, esistono le ρ relazioni cercate
[Ψ]aα = ∂µ
{
[Ψ]bµα
} −→ N∑
i=1
[Ψ]iaα,i =
N∑
i=1
∂µ
{
[Ψ]ib
µ
α,i
}
Dove infine abbiamo riscritto l’espressione per un numero n di campi.
1.4 I teoremi di Noether dopo il 1918
Concludiamo questa sezione illustrando un fatto curioso: per quasi quaran-
t’anni i riferimenti al lavoro di Noether nella letteratura fisica sono molto
scarsi [5]. Ora invece, nella maggior parte dei testi didattici, dalla Meccanica
Classica alla Teoria Quantistica dei campi, sono presenti intere sezioni dedi-
cate al primo teorema. Precisiamo però, che i suoi risultati non furono oblia-
ti, ma vennero spesso presentati senza citarne la fonte. Questa mancanza di
riferimenti può essere fatta risalire al lavoro di H. Weyl Raum-Zeit-Materie,
in cui viene derivata la legge di conservazione del tensore energia-impulso
in Relatività Generale: non è presente nessun riferimento al lavoro di F.
Klein nè a quello di Noether, che se ne occuparono (con successo) pochi mesi
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prima. L’importanza che il lavoro di Weyl acquisì all’epoca può quindi aver
contribuito a far sì che i risultati originali di Noether venissero trascurati. Un
esempio in controtendenza fu l’edizione tedesca del 1924 del manuale di R.
Courant e D. Hilbert Methoden der mathematischen Physik : non dobbiamo
dimenticare però che Hilbert fu un grande estimatore del lavoro di Noether.
Un motivo probabilmente più fondato per la scarsità di riferimenti può
però essere costituito dal fatto che il teorema non veniva percepito come un
risultato fondamentale: la legge di conservazione dell’energia e la Relatività
Generale non erano risultati assodati come invece lo sono ora. Sicuramente
non c’erano dubbi per quanto riguardava la conservazione macroscopica del-
l’energia: il Primo Principio della Termodinamica infatti era noto dal 1850.
Negli anni ‘20, la scoperta della radioattività e in particolare lo spettro con-
tinuo del decadimento β, creò seri dubbi riguardo la reale universalità della
conservazione dell’energia. Le inconsistenze teoriche furono superate con l’i-
potesi del neutrino (W. Pauli, 1929), e sebbene già dal 1925 si disponesse di
prove sperimentali circa la conservazione del tensore energia impulso, molti
fisici erano ancora scettici a riguardo: ad esempio, N. Bohr nel 1930 pro-
pose, sulla base di argomenti statistici, la non conservazione dell’energia nei
processi nucleari; sempre nel 1930 P. Dirac scrisse un articolo intitolato Does
conservation of energy hold in atomic processes?. Intanto, Fermi pubblicò la
sua teoria del del decadimento β che fu confermata nel 1939: fu però solo nel
1956 con la scoperta del neutrino da parte di Reines e Cowan che il dibattito
trovò soluzione.
Infine, notiamo che il primo teorema di Noether cominciò ad essere am-
piamente citato quando la formulazione lagrangiana della meccanica quanti-
stica e della teoria dei campi diventò più utilizzata della controparte hamil-
toniana: i fisici cominciarono a pensare alle interazioni come teorie di campo
lagrangiane, governate da un principio di azione, utilizzando i path integrals
e applicando la teoria dei gruppi di Lie, e il primo teorema di Noether diventò
uno strumento irrinunciabile di straordinaria efficacia.
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Capitolo 2
Simmetria di gauge e carica
elettrica
In questa sezione si discute l’applicazione dei teoremi di Noether nel ca-
so delle trasformazioni di gauge, in modo da capire, in relazione al tipo di
simmetria presente, che tipo di legge di conservazione sia la legge di conser-
vazione della carica. La trattazione segue quella in [2], con l’ausilio di [11] e
di [3].
2.1 Gravità ed elettricità
Nel 1918, a pochi mesi di distanza dalla pubblicazione di Noether, H. Weyl
pubblicò un articolo intitolato Gravitation und Elektrizita˝t in cui viene di-
scussa l’unificazione in un’unica teoria dell’elettromagnetismo e della gravi-
tazione, generalizzando la geometria su cui è basata la Relatività Generale.
Risale proprio a questo articolo l’idea di collegare la conservazione della
carica elettrica e la simmetria di gauge.
Seguendo l’approccio usato da Weyl nel suo articolo, deriviamo la legge
di conservazione della carica. La particolarità del suo procedimento risiede
nel fatto che solo le equazioni di Eulero-Lagrange per il campo gravitazionale
devono essere soddisfatte, ma indipendentemente dalla loro forma esplicita.
Viene richiesta la conoscenza della forma esplicita delle sole equazioni di
Maxwell non omogenee, dalle quali, pur senza supporre che siano soddisfatte,
si deriva l’equazione di continuità della quadricorrente elettromagnetica.
Consideriamo la variazione dell’azione associata alla teoria unificata, del-
la quale però non conosciamo esplicitamente la lagrangiana:
δS =
∫ (
Wµνδgµν + w
µδAµ
)
d4x (2.1)
Ove si intende con:
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• Wµν e wµ l’espressione lagrangiana delle equazioni del campo gravita-
zionale e del campo elettromagnetico rispettivamente1;
• δgµν e δAµ la variazione arbitraria rispettivamente della metrica e del
potenziale vettore.
La trasformazione considerata da Weyl è una trasformazione di gauge locale,
dipendente quindi da un certo numero k di funzioni arbitrarie θ(x). Preci-
samente, nella teoria originale esposta nell’articolo, questa trasformazione di
gauge infinitesima è data da:
δgµν = gµν(∆θ) δAµ = ∂µ(∆θ) (2.2)
Sostituendo quindi in 2.1 e imponendo che la trasformazione sia una simme-
tria, si ottiene
δS =
∫ [
Wµνgµν(∆θ) + w
µ∂µ(∆θ)
]
d4x
=
∫ [
Wµνgµν(∆θ) + ∂µ(w
µ∆θ)− (∂µwµ)(∆θ)
]
d4x = 0
Il secondo addendo è un termine di contorno, quindi trascurabile. Inoltre,
data l’arbitrarietà delle funzioni θ(x), la condizione necessaria e sufficiente
all’annullamento dell’azione è l’annullamento dell’integrando; ciò ci porta
quindi all’uguaglianza
Wµνgµν = ∂µw
µ ⇒Wµµ = ∂µwµ (2.3)
Come abbiamo anticipato, ora bisogna imporre che le equazioni di Eulero-
Lagrange per il campo gravitazionale siano soddisfatte, ovvero Wµν = 0 , da
cui si ottiene
∂µw
µ = 0
A questo punto usiamo l’espressione esplicita delle equazioni di Maxwell non
omogenee
wµ = ∂νF
µν − jµ → ∂µ[∂νFµν − jµ] = 0
Notiamo che si ha la contrazione del tensore simmetrico ∂µ∂ν con il ten-
sore antisimmetrico Fµν , pertanto ∂µ∂νFµν = 0. Segue allora l’esistenza
dell’equazione di continuità
∂µj
µ = 0 (2.4)
1Dunque, ponendo Wµν = 0 e wµ = 0, si ottengono le equazioni di Eulero-Lagrange
del campo corrispondente
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2.1.1 La teoria di Weyl e il secondo teorema di Noether
Il fatto che l’equazione di continuità della quadricorrente elettromagnetica
possa essere ricavata nell’ambito della teoria di Weyl, richiedendo che siano
soddisfatte soltanto le equazioni del campo gravitazionale, sta a significare
che tali equazioni e quelle del campo elettromagnetico non sono indipendenti.
La presenza di questo legame tra i campi della teoria, dovuto essenzialmente
all’invarianza per trasformazioni di gauge locali, richiama la situazione de-
scritta dal secondo teorema di Noether, in cui, ricordando l’espressione 1.10,
si ha ∑
i
[Ψ]iaα,i =
∑
i
∂µ{[Ψ]ibµα,i}
In effetti, si può mostrare molto facilmente che la derivazione di Weyl è
un’applicazione del secondo teorema di Noether.
Poniamo [Ψ]1 ≡ Wµν e [Ψ]2 ≡ wµ. Da 2.2 abbiamo che (con un leggero
abuso di notazione sugli indici){
δgµν = gµν(∆θ) −→ a1 = gµν bµ,1 = 0
δAµ = ∂µ(∆θ) −→ a2 = 0 bµ,2 = δνµ
Dall’espressione 1.10 allora
[Ψ]1a1 = ∂µ{[Ψ]2bµ2} ⇒Wµµ = ∂µwµ
E da questo punto in poi si procede come abbiamo fatto in precedenza.
É molto importante notare che la simmetria collegata alla conservazio-
ne della carica discende, nella teoria di Weyl, da un’invarianza dell’azione
sotto una trasformazione locale: entra quindi in gioco il secondo teorema
di Noether, di cui la teoria di Weyl stessa è un’applicazione. Tuttavia, nel-
l’approccio moderno in Teoria dei campi, questa stessa conservazione viene
fatta discendere da una simmetria globale, con l’utilizzo del primo teorema
di Noether.
Nota storica Il concetto di trasformazione e di simmetria di gauge fu in-
trodotto in Fisica da Weyl, proprio con l’articolo summenzionato. A ben
vedere però, la trasformazione effettuata sulla metrica è ciò che oggi chiame-
remmo trasformazione di scala: di fatto, il termine ”gauge” ha origine nella
traduzione da tedesco a inglese, e una traduzione migliore, tenendo conto
dell’idea originale dell’Autore, avrebbe potuto essere proprio ”scale”, scala
per l’appunto. Ad ogni modo, il concetto di gauge è ancora acerbo: infat-
ti, Weyl impiegherà undici anni per elaborare completamente la sua teoria,
esposta nell’articolo del 1929 Elektron und Gravitation.
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2.2 La relazione tra i due teoremi: leggi di conser-
vazione proprie e improprie
Vediamo ora come sia possibile stabilire un legame tra i due teoremi di
Noether nel caso in cui il gruppo locale G∞ρ ammetta un sottogruppo (non
triviale) globale Gρ. Dalla seguente discussione emergerà che in questo caso,
per ottenere delle equazioni di continuità, non viene richiesto che le equazioni
del moto di tutti i campi siano soddisfatte. Inoltre, come a breve preciseremo,
questo ci permetterà di distinguere due diversi tipi di leggi di conservazione:
una costituita dalle leggi proprie e l’altra dalle leggi proprie.
Assumiamo quindi che esista un certo sottogruppo del gruppo locale tale
per cui si abbia ∆pα(x) = ∆ωα; l’espressione di δ0ψ in 1.13 si riscrive come
δ0ψ = aα∆ωα + b
µ
α∂µ(∆ωα) = aα∆ωα
Se ora sostituiamo δ0ψ nell’espressione 1.5 otteniamo:∑
i
[Ψ]iaα,i = ∂µj
µ
α
A questo punto, se le equazioni di Eulero-Lagrange sono soddisfatte per tutti
i campi, ovvero se [Ψ]i = 0 ∀ i, si ottiene immediatamente un’equazioni di
continuità per jµα. D’altra parte, se assumiamo che per qualche i, o addirit-
tura per ogni i si abbia [Ψ]i 6= 0 è comunque possibile ricavare un’equazione
di continuità: infatti per il secondo teorema abbiamo che∑
i
[Ψ]iaα,i =
∑
i
∂µ
{
[Ψ]ib
µ
α,i
}
Da cui segue
∂µj
µ
α =
∑
i
∂µ
{
[Ψ]ib
µ
α,i
}
=⇒ ∂µJµα = 0 (2.5)
Ove
Jµα ≡
{
jµα −
∑
i
(
[Ψ]ib
µ
α,i
)}
Questa breve discussione fa capire che, se un gruppo locale di trasformazioni
ammette un sottogruppo globale non banale, è possibile ricavare delle quan-
tità conservate senza richiedere che valgano le equazioni di Eulero-Lagrange
per tutti i campi della teoria: tali equazioni costituiscono una condizione
sufficiente per l’esistenza di un’equazione di continuità, dunque si parlerà si
queste leggi di conservazione come leggi di conservazione improprie. Al con-
trario, nel caso di una simmetria puramente globale, l’equazione di continuità
si ricava assumendo che per tutti i campi della teoria valgano le equazioni
di Eulero-Lagrange, e ciò quidi costituisce una condizione necessaria e suffi-
ciente all’esistenza di quantità conservate, e si parlerà delle relative leggi di
conservazione come di leggi di conservazione proprie.
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2.3 Trasformazione di gauge e teoria dei campi
Vediamo ora l’applicazione dei teoremi di Noether nel caso delle simmetrie di
gauge: prima nel caso di una simmetria globale, poi nel caso di una simmetria
locale, concentrandoci in particolare sulla legge di conservazione della carica
elettrica.
2.3.1 Trasformazioni globali e primo teorema di Noether: la
carica U(1)
Consideriamo un campo scalare φ complesso avente componenti φ1 e φ2, cioè
φ =
φ1 + iφ2√
2
φ∗ =
φ1 − iφ2√
2
La più semplice lagrangiana che possiamo scrivere, tenendo conto della con-
dizione che l’azione deve essere reale, è la lagrangiana associata all’equazione
di Klein-Gordon (+m2)ϕ = 0, ove ϕ = φ, φ∗; ossia
L = (∂µφ)(∂
µφ∗)−m2φφ∗ (2.6)
Dato un parametro costante reale θ, operiamo la seguente trasformazione di
fase: {
φ(x)→ φ′(x) = φiθ ⇒ δφ = iφ(∆θ)
φ∗(x)→ φ′∗(x) = φ∗(x)e−iθ ⇒ δφ∗ = −iφ(∆θ) (2.7)
Di cui abbiamo anche indicato la forma infinitesima. Si tratta di una tra-
sformazione che coinvolge esclusivamente i campi: essa viene detta trasfor-
mazione di gauge. Si vede facilmente che la lagrangiana è invariante:
• Il termine di massa è banalmente invariante, infatti si ha il prodotto di
due campi coniugati ognuno moltiplicato per una certa fase, e le due
fasi sono a loro volta coniugate;
• Le derivate dei campi variano come i campi. Infatti
∂µ(φ
iθ) = (∂µφ)e
iθ + φ∂µe
iθ = (∂µφ)e
iθ
Idem -mutatis mutandis- per φ∗.
Assumendo poi che sia soddisfatta l’equazione di Klein-Gordon, il primo
teorema di Noether assicura l’esistenza di una corrente conservata ∂µjµ = 0,
con
jµ =
∂L
∂(∂µφ)
(iφ) +
∂L
∂(∂µφ)
(−iφ) = i(φ∗∂µφ− φ∂µφ∗) (2.8)
Da cui segue la quantità conservata
Q =
∫
j0(x, t) d3x =
∫
i(φ∗∂0φ− φ∂0φ∗) d3x
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Notiamo che questa quantità non è direttamente associabile alla carica elet-
trica, in quanto non è presente alcun termine di proporzionalità con la carica
elementare q; inoltre, per un campo reale si ha Q = 0.
Osservazione. Possiamo cambiare punto di vista, e considerare anzichè φ
e φ∗ le loro componenti φ1 e φ2. La trasformazione di gauge 2.7 si riscrive
in maniera equivalente come:{
φ′1 = φ1 cos θ + φ2 sin θ
φ′2 = −φ1 sin θ + φ2 cos θ
(2.9)
Che corrisponde alla rotazione del vettore Φ = φ1e1 + φ2e2 di un ango-
lo θ nel piano generato dai versori e1 e e2. Il gruppo delle rotazioni nel
piano è SO(2); d’altra parte, la rotazione è equivalente alla trasformazio-
ne rappresentata dalla fase e±iθ, che possiamo pensare come una ”matrice”
unitaria unidimensionale, e quindi come una possibile rappresentazione di
U(1). Quindi stiamo considerando le trasformazioni di gauge che generano
il gruppo SO(2) ' U(1).
2.3.2 Trasformazioni locali e secondo teorema di Noether
Abbandoniamo ora la richiesta di avere un parametro di gauge costante,
assumendo che esso sia una funzione -arbitraria- delle coordinate θ ≡ θ(xµ).
Considerando sempre un campo scalare complesso φ, le trasformazioni di
gauge saranno:{
φ(x)→ φ′(x) = φ(x) eiqθ(x) ⇒ δφ = iqφ (∆θ)
φ∗(x)→ φ′∗(x) = φ∗(x) e−iqθ(x) ⇒ δφ∗ = −iqφ∗(∆θ) (2.10)
Di cui abbiamo scritto anche la forma infinitesima; inoltre, abbiamo intro-
dotto la costante di accopiamento q, la carica elementare. La ridefinizione
del parametro di gauge comporta che la lagrangiana 2.6 non sia più inva-
riante sotto U(1); il termine di massa rimane invariante, mentre il termine
cinetico non lo è2:
δLkin = δ[(∂µφ)(∂
µφ∗)] = [δ(∂µφ)](∂µφ∗) + (∂µφ)[δ(∂µφ∗)]
= [iq φ ∂µ(∆θ) + iq(∆θ)∂µφ]∂
µφ∗ + ∂µφ[−iq φ∗ ∂µ(∆θ)− iq(∆θ)∂µφ∗]
= iq ∂µθ[φ∂
µφ∗ − φ∗∂µφ] = − jµ∂µθ
Per ripristinare la simmetria di gauge dobbiamo inserire nella lagrangiana
un termine che si accoppi con jµ, e che trasformi sotto trasformazioni di
gauge in modo da eliminare il termine seperfluo. Introduciamo il potenziale
2Per evitare di appesantire troppo la notazione, quando calcoleremo δLkin, δLcurr,
δLfield scriveremo θ in luogo di ∆θ, intendendo quindi che θ << 1.
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elettromagnetico Aµ, il quale sotto trasformazioni di gauge si comporta come
segue:
Aµ → A′µ = Aµ − ∂µθ ⇒ δAµ = ∂µ(∆θ) (2.11)
Il nuovo termine nella lagrangiana sarà Lcurr ≡ −q jµAµ. Tuttavia, non
abbiamo ancora raggiunto l’invarianza, infatti:
δLcurr = −q δ(jµAµ) = −q[(δjµ)Aµ + jµ(δAµ)]
= − iq2[−i(∆θ)φ∗∂µφ+ iφ∗φ∂µ(∆θ) + i(∆θ)φ∗∂µφ− i(∆θ)φ∂µφ∗+
+ iφ∗φ∂µ(∆θ) + iθφ ∂µφ∗]Aµ + jµ∂µ(∆θ)
= 2q2 φ∗φAµ∂µ(∆θ) + jµ∂µ(∆θ)
In effetti il secondo addendo cancella δLkin, però è comparso un nuovo ter-
mine. Inseriamo quindi nella lagrangiana un ulteriore contributo proveniente
dall’accoppiamento dei campi di materia φ e φ∗ con il potenziale Aµ, ovvero
Lfield = q
2 φ∗φAµAµ. Si ottiene:
δLfield = q
2 δ(φ∗φAµAµ) = q2[(δφ∗)φAµAµ + φ∗(δφ)AµAµ + 2φ∗φAµ(δAµ)]
= q2[−i(∆θ)φ∗φAµAµ + i(∆θ)φ∗φAµAµ − 2φ∗φAµ∂µ(∆θ)]
=− 2q2 φ∗φAµ∂µθ
E finalmente abbiamo ottenuto δL = δLkin+δLcurr +δLfield = 0. D’altra
parte il campo Aµ dovrebbe essere presente nella lagrangiana anche in un
termine cinetico, e in una combinazione tale per cui δLAµ = 0. Introducia-
mo a tale proposito il tensore Fµν che possiamo interpretare come il tensore
elettromagnetico, e di cui piuttosto che dare una forma esplicita, suppo-
niamo solo essere una funzione delle derivate di Aµ, ossia di ∂µAν , e tale
che sotto trasformazioni di gauge δFµν = 0. Il contributo alla lagrangiana
corrispondente è −14FµνFµν .
Sommando tutti i termini otteniamo la seguente lagrangiana localmente
gauge-invariante:
L = DµφD
µφ∗ −m2φφ∗ − 1
4
Fµν F
µν
Dove Dµ ≡ ∂µ + iqAµ è un operatore detto derivata covariante. Per costru-
zione, la lagrangiana è invariante sotto le trasformazioni di gauge locali:

φ→ φ′ = φeiqθ(x) ⇒ δφ = iqφ(∆θ)
φ∗ → φ′∗ = φ∗e−iqθ(x) ⇒ δφ∗ = −iqφ∗(∆θ)
Aµ → A′µ = Aµ − ∂µθ(x) ⇒ δAµ = ∂µ(∆θ)
(2.12)
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Poiché il termine Dµφ trasforma come un campo3, l’unico termine della
lagrangiana di cui non conosciamo il comportamento sotto le 2.12 è quel-
lo contenente il tensore elettromagnetico, dunque l’applicazione del secondo
teorema di Noether ci dovrebbe dare informazioni più precise riguardo a Fµν
e in particolare riguardo alla sua definizione in termini del quadripotenziale
elettromagnetico. Ricordiamo che nel caso di una simmetria locale, dal se-
condo teorema di Noether segue una relazione tra i campi e loro derivate,
precisamente ∑
i
[Ψ]i ai,α =
∑
i
∂µ
{
[Ψ]i b
µ
i,α
}
Dal confronto di 2.12 con 1.13, abbiamo che:
δφ = iqφ(∆θ) ⇒ a1 = iqφ bµ1 = 0
δφ∗ = −iqφ∗(∆θ) ⇒ a2 = −iqφ∗ bµ2 = 0
δAµ = ∂µ(∆θ) ⇒ a3 = 0 bµ3 = −δµν
Dunque per il secondo teorema di Noether [Φ]1a1 + [Φ]2a2︸ ︷︷ ︸
(i)
= ∂µ
{
[Φ]3b
µ
3
}︸ ︷︷ ︸
(ii)
e tralasciando i termini di massa in quanto si eliminano reciprocamente
otteniamo:{
(i) =
[
iqAµD
µφ∗ − ∂µDµφ∗
]
(iqφ) +
[−iqAµDµφ− ∂µDµφ](−iqφ∗)
(ii) = −∂µ
[−iqφ∗Dµφ+ iqφDµφ∗ + ∂νFµν]
(2.13)
Dove in (ii) abbiamo posto Fµν ≡ ∂L∂(∂µAν) . Definendo inoltre
jµ ≡ iq(φ∗Dµφ− φDµφ∗) (2.14)
Abbiamo che (ii) = ∂µjµ−∂µ∂νFµν . Il termine (i) invece necessita di qualche
conto per essere semplificato:
(i) = −q2φAµDµφ∗ − iq φ ∂µDµφ∗ − q2φ∗AµDµφ+ iq φ∗∂µDµφ
= iq ∂µ(φ
∗Dµφ− φDµφ∗) + iq(∂µφDµφ∗ − ∂µφ∗Dµφ) + q2(φAµDµφ∗ + φ∗AµDµφ)
= ∂µj
µ + q2(φ∗Aµ∂µφ+ φAµ∂µφ∗)− q2(φAµDµφ∗ + φ∗AµDµφ)
= ∂µj
µ + q2(φ∗Aµ∂µφ+ φAµ∂µφ∗)− q2(φAµ∂µφ∗ + φ∗Aµ∂µφ) = ∂µjµ
Dove abbiamo usato, in sequenza, le identità:
3Infatti
δ(Dµφ) = δ(∂µφ+ iq Aµφ) = ∂µ(δφ) + iq(δφ)Aµ + iq φ (δAµ)
= iq φ ∂µ(∆θ) + iq(∆θ)∂µφ − q2(∆θ)φAµ − iq φ ∂µ(∆θ)
= iq(∆θ)(∂µφ+ iq Aµφ) = iq(∆θ)Dµφ
Esattamente come φ.
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1.
{
−iq φ ∂µDµφ∗ = −iq ∂µ(φDµφ∗) + iq (∂µφ)(Dµφ∗)
+iq φ∗∂µDµφ = iq ∂µ(φ∗Dµφ)− iq(∂µφ∗)(Dµφ)
2.
{
∂µφD
µφ∗ = ∂µφ∂µφ∗ − iq ψ∗Aµ∂µφ
−∂µφ∗Dµφ = −∂µφ∂µφ∗ − iq φAµ∂µφ∗
Che sommate danno −iq (φ∗Aµ∂µφ+ φAµ∂µφ∗);
3.
{
φAµD
µφ∗ = φAµ∂µφ∗ − iq φ∗φA2
φ∗AµDµφ = φ∗Aµ∂µφ+ iq φ∗φA2
Che sommate danno φAµ∂µφ∗ + φ∗Aµ∂µφ.
Abbiamo quindi che:
∂µj
µ = ∂µj
µ − ∂µ∂νFµν ⇒ ∂µ∂νFµν = 0
Questo significa che il tensore Fµν deve essere una combinazione antisimme-
trica di ∂µAν , e precisamente se lineare
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ
Si può ricavare qualcos’altro di interessante mimando il procedimento di
Weyl, ovvero assumendo che le equazioni del moto del campo elettromagne-
tico siano soddisfatte, vale a dire, che valgano le equazioni di Maxwell non
omogenee ∂µFµν − jν = 0 dove jν è la corrente definita in 2.14. Così facen-
do, il termine (ii) e identicamente nullo, è procedendo come sopra per (i), si
ottiene l’equazione di continuità
∂µj
µ = 0 (2.15)
Vediamo ancora una volta, proprio come nella derivazione di Weyl, che l’in-
terdipendenza tra i campi della teoria dà luogo a una legge di conservazione:
in questo caso specifico, il fatto che le equazioni di Maxwell siano soddisfatte
è collegato a un vincolo sulle sorgenti, che porta alla conservazione della ca-
rica elettrica; notiamo inoltre che il vincolo sulle sorgenti non dipende dalla
forma specifica delle equazioni di Maxwell, ma solo sull’assunzione che esse
siano soddisfatte.
L’applicazione del secondo teorema può portare quindi a ricavare delle
leggi di conservazione, ma sotto ipotesi più generali di quelle del primo teo-
rema: non si richiede infatti che le equazioni del moto di tutti i campi siano
soddisfatte.
2.3.3 Sottogruppo di gauge locale
Se ora assumiamo che il gruppo di gauge locale ammetta un sottogruppo di
gauge globale, ossia che esista Gρ ⊂ G∞ρ tale che θ(x) ≡ θ abbiamo che
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solo i campi di materia trasformano, mentre il campo di gauge Aµ rimane
invariato. In questo caso, entrambi i teoremi di Noether sono applicabili e,
naturalmente, si ottengono i medesimi risultati, seppure in modi diversi:
1. Il primo teorema ci fornisce immediatamente la forma esplicita della
corrente conservata
jµ = −
2∑
i=1
∂L
∂(∂µφi)
∂(δφi)
∂(∆θ)
= −Dµφ∗(iq φ)−Dµφ(−iq φ∗)
= iq(φ∗Dµφ − φDµφ∗)
Senza ulteriori calcoli;
2. Al contrario, il secondo teorema ci fornisce una relazione tra i campi
della teoria, che in questo caso coinvolge solamente φ e φ∗ dato che Aµ
non varia
φ(iq Dµφ∗ − ∂µDµφ∗) = −φ∗(iq Dµφ+ ∂µDµφ)
Da cui, con lo stesso procedimento seguito nel paragrafo precedente, si
ottiene la solita forma espressione di jµ.
La differenza tra i due approci tuttavia, è sostanziale: l’utilizzo del primo
teorema di Noether presuppone che le equazioni di Eulero-Lagrange della
teoria siano soddisfatte, mentre ciò è inessenziale, se si decide di procedere
utilizzando il secondo teorema.
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2.4 Conclusione
Vediamo quindi che, in elettromagnetismo, trattandosi di una teoria inva-
riante di gauge locale, la legge di conservazione della carica elettrica è una
legge impropria: tuttavia, il fatto stesso che il secondo teorema di Noether
sia stato largamente dimenticato a discapito del primo, fa sì che questa pecu-
liarità sia stata anch’essa dimenticata, riducendo il tutto a una conseguenza
del primo teorema e all’esistenza di un sottogruppo globale non banale. A
questo punto, è ormai chiaro che le vie percorribili per ottenere la carica
conservata dell’elettromagnetismo sono due: una è la via standard, che fa
uso dell’invarianza globale e del primo teorema di Noether; l’altra utilizza
l’invarianza di gauge locale e il secondo teorema di Noether. Entrambe le
vie sono corrette, anche se, quella standard è fuorviante: infatti, richiede di
supporre che le equazioni del moto di tutti i campi siano soddisfatte, facendo
quindi dipendere la conservazione della carica da questa assunzione. Dall’ap-
plicazione del secondo teorema di Noether emerge un ulteriore fatto molto
interessante: la simmetria di gauge locale genera una dipendenza reciproca
tra i campi della teoria ed è proprio a questa che si deve la conservazione
della carica elettrica. Il teorema ha quindi il pregio di rendere evidente una
relazione intrinseca tra i campi che invece viene del tutto ignorata dal primo
teorema.
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Appendice A
Il secondo teorema e il tensore
energia-impulso in Relatività
Generale
Abbiamo concluso il paragrafo 1.1.2 a pagina 4 affermando che fu Klein che
riuscì per primo a stabilire l’esistenza di un’equazione di continuità per il
tensore energia impulso Tµν in Relatività Generale. Precisamente, egli si
servì del secondo teorema di Noether, però in una versione generalizzata
che include non solo la derivata parziale standard, ma anche la derivata
covariante.
Riportiamo in seguito una derivazione simile a quella di Klein, come espo-
sta in [4]. Anche se non si userà la forma esplicita della derivata covariante,
per completezza diamo una sua breve definizione [1]:
• Per un campo vettoriale V µ
V µ;σ =
∂V µ
∂xσ
+ ΓµρσA
ρ
• Per un campo tensoriale Wµν
Wµν;σ =
∂Wµν
∂xσ
+ ΓµρσW
ρν + ΓνρσW
µρ
Dove Γµρσ sono detti simboli di Christoffel. Consideriamo l’azione che descrive
il campo gravitazionale gµν e un generico campo ϕ detto campo di materia
S = Sg + Sϕ = − c
3
16piG
∫ √−gR d4x+ 1
c
∫ √−gL d4x
Dove con g si intende il determinante di gµν eL = L (ϕ, ∂µϕ, xµ) è la densità
di lagrangiana che descrive il campo ϕ. Si sfrutta l’invarianza dell’azione
sotto trasformazioni locali (infinitesime) del tipo
xµ → x′µ = xµ +  ξµ(x) ,  << 1 e ξµ(x) generico campo vettoriale
29
Per dedurre l’esistenza delle uguaglianze1{[
E aα−
(
E bσα
)
,σ
]
= 2(Eµα g
σµ);σ + g
µν
;α Eµν[
E aα−
(
E bµα
)
,µ
]
= 2(Nµα g
σµ);σ + g
µν
;α Nµν
(A.1)
Ove:
• Con E si intende l’espressione lagrangiana del campo ϕ, ovvero
E ≡ δL
δϕ
=
∂L
∂ϕ
− ∂µ ∂L
∂(∂µϕ)
• Con Eµν si intende l’espressione lagrangiana del campo gravitazionale,
ovvero
Eµν ≡ δLH−E
δgµν
= Rµν − 1
2
gµνR = Gµν
E LH−E è la densità di lagrangiangia associata all’azione Hilbert-
Einstein Sg;
• Con Nµν si intende
Nµν ≡ δL
δgµν
=
1
2
Tµν
Combinando le due espressioni in A.1 e sfruttando il fatto che la connessione
di Levi-Civita è compatibile con la metrica
gµν;α = 0
Si ottiene
[(Eµν −Nµν)gσµ];σ = 0
Assumendo ora la validità delle equazioni del campo gravitazionale Eµν = 0
si ottiene
T σα;σ = 0
Questa particolare legge di conservazione, per usare la terminologia introdot-
ta precedentemente, è una legge impropria, in quanto si richiede che valgano
soltanto le equazioni di Einstein e non le equazioni del moto di ogni campo
della teoria.
1Si veda pagina 11.
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Appendice B
Le equazioni di
Eulero-Lagrange
Poiché le equazioni di Eulero-Lagrange vengono menzionate più volte nel cor-
so dell’elaborato, si ritiene utile vedere la loro derivazione tramite il Principio
di minima azione.
Consideriamo una generica teoria di campo descritta da una lagrangia-
na L (ϕ, ∂µϕ, xµ). Le equazioni di Eulero-Lagrange1, che costituiscono le
equazioni del moto dei campi sono definite da:
∂L
∂ϕ
− ∂µ ∂L
∂(∂µϕ)
= 0 (B.1)
Esse si ottengono dal Principio di minima azione:
Principio di minima azione. I campi ϕ(x, t) soddisfano le equazioni del
moto nell’intervallo (t1, t2) se e solo se rendono stazionaria l’azione S[ϕ] per
variazioni δϕ arbitrarie ma tali che δϕ(t1) = δϕ(t2) = 0 per ogni x.
Dimostrazione. Assumiamo che all’infinito spaziale i campi si annullino (è
un’ipotesi lecita, perché fisicamente consistente); consideriamo l’azione
S[ϕ] =
∫ t2
t1
L (ϕ, ∂µϕ, xµ) d
4x
E calcoliamone la derivata di Gateaux:
δS =
d
d
S[ϕ+  δϕ]
∣∣∣∣
=0
=
d
d
∫ t2
t1
L
(
ϕ+  δϕ, ∂ϕ+  δ(∂ϕ), x
)∣∣∣∣
=0
d4x
=
∫ t2
t1
[
∂L
∂ϕ
δϕ+
∂L
∂(∂µϕ)
δ(∂µϕ)
]
d4x
=
∫ t2
t1
[(
∂L
∂ϕ
− ∂µ ∂L
∂(∂µϕ)
)
δϕ
]
d4x+
∫ t2
t1
∂µ
(
∂L
∂(∂µϕ)
δϕ
)
d4x
1Ricordiamo che l’indice µ non vuole essere un indice covariante, ma sta solo a indicare
che la derivazione viene effettuata rispetto a x e t.
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Concentriamoci in particolare sul secondo addendo:∫ t2
t1
∂µ
(
∂L
∂(∂µϕ)
δϕ
)
d4x =
∫
R3
d3x
∫ t2
t1
∂0
[
∂L
∂(∂0ϕ)
δϕ
]
dt+
∫ t2
t1
dt
∫
R3
∂i
[
∂L
∂(∂iϕ)
δϕ
]
d3x
=
∫
R3
[
∂L
∂(∂0ϕ)
δϕ
∣∣∣∣t2
t1
d3x+
∫ t2
t1
dt
∫
∂R3
∂L
∂(∂iϕ)
δϕ dΣi
Per ottenere il primo termine basta integrare su t, mentre per ottenere il se-
condo si usa il teorema della divergenza per trasformare l’integrale di volume
su R3 in un integrale di superficie sul bordo ∂R3. Allora, abbiamo che:
• Il primo termine si annulla grazie al fatto che δ(t1) = δ(t2) = 0;
• Il secondo termine si annulla dato che ϕ(x, t) |x|→∞−−−−→ 0.
Imponendo che l’azione sia stazionaria, e dato che le variazioni dei campi
sono arbitrarie, otteniamo che
δS = 0 ⇐⇒ ∂L
∂ϕ
− ∂µ ∂L
∂(∂µϕ)
= 0
Nel caso di una teoria relativistica bisogna prestare maggiore attenzione:
la densità di lagrangiana deve essere uno scalare, in quanto si richiede la
Lorentz-invarianza; inoltre, l’indice µ sarà un indice covariante, e dunque
bisognerà tenere conto del fatto che
∂µ ≡ (∂0,∇) −→ ∂µ ≡ ηµν∂ν = (∂0,−∇)
Infine bisogna chiedersi sotto che condizioni l’azione S sia uno scalare. Dato
che per Λ ∈ SO(1, 3) si ha |detΛ| = 1, allora d4x′ = d4x; tuttavia la regione
di integrazione non è relativisticamente invariante: infatti si sta consideran-
do un intervallo temporale finito, dunque soggetto a dilatazione relativisti-
ca. Per superare questo problema, basta sostituire lo spazio delimitato dai
due iperpiani a tempo costante t1, t2 con due superfici di tipo spazio Ω1,Ω2
che non si intersechino e che siano infinitamente estese. Si ottiene dunque
un’azione generalizzata
S[ϕ] =
∫ Ω2
Ω1
L (ϕ, ∂µϕ, xµ) d
4x
Dalla quale si ottengono le equazioni di Eulero-Lagrange applicando sempre
il Principio di minima azione, ma imponendo che
δϕ(Ω1) = δϕ(Ω2) = 0
E la richiesta di avere i campi (e le loro derivate) nulli all’infinito si traduce
con limx2→−∞ ϕ(x)=0.
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